
Î ñåìåéñòâàõ ãèïåðïëîñêîñòåé, ðàçäåëÿþùèõ
ïîëèýäðû, çàäàííûå íà íåîòðèöàòåëüíîì îðòàíòå

À.È. Ãîëèêîâ

Âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð èì À.À.Äîðîäíèöûíà ÐÀÍ, Ìîñêâà
e-mail: gol@ccas.ru

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ÷èñëåííîì íàõîæäåíèè ñåìåéñòâà ãè-
ïåðïëîñêîñòåé, ðàçäåëÿþùèõ äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïóñòûõ ïî-
ëèýäðà (ìíîãîãðàíûå ìíîæåñòâà), êîòîðûå çàäàíû ñ ïîìîùüþ ñè-
ñòåì íåðàâåíñòâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ïåðåìåííûìè. Äëÿ ýòîãî ñëó-
÷àÿ îáîáùàåòñÿ òåîðåìà È.È. Åðåìèíà î ãèïåðïëîñêîñòè, ðàçäåëÿþ-
ùåé ïîëèýäðû, çàäàííûå ñèñòåìàìè íåðàâåíñòâ íà âñåì ïðîñòðàíñòâå
(òåîðåìà 10.1 â [1]). Íîðìàëü è ñäâèã ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè
âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå íåêîòîðîé ñèñòåìû, ÿâëÿ-
þùåéñÿ àëüòåðíàòèâíîé ê íåñîâìåñòíîé ñèñòåìå. Ýòà íåñîâìåñòíàÿ
ñèñòåìà ñîñòîèò èç äâóõ ñîâìåñòíûõ ïîäñèñòåì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ
îïðåäåëÿåò íåïóñòîé ïîëèýäð. Ñèñòåìà íåñîâìåñòíà, òàê êàê ýòè ïî-
ëèýäðû íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïîñòðîåíèå ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé
ñóùåñòâåííî îïèðàåòñÿ íà òåîðåìû îá àëüòåðíàòèâàõ. Ïî òåîðåìå
È.È. Åðåìèíà ëþáîå ðåøåíèå àëüòåðíàòèâíîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåò
îäíî ñåìåéñòâî ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé äëÿ äâóõ ïîëèýäðîâ,
çàäàííûõ íà âñåì ïðîñòðàíñòâå. Â ñëó÷àå æå ïîëèýäðîâ, çàäàííûõ ñ
ïîìîùüþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ íà íåîòðèöàòåëüíîì îðòàí-
òå, ëþáîå ðåøåíèå àëüòåðíàòèâíîé ñèñòåìû îïðåäåëÿåò óæå äâà ðàç-
ëè÷íûõ ñåìåéñòâà ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé. Èòàê, ïóñòü äâà
ïîëèýäðà ïðåäñòàâëåíû ñèñòåìàìè íåðàâåíñòâ íà íåîòðèöàòåëüíîì
îðòàíòå, ò.å. çàäàíû äâà íåïóñòûå ìíîæåñòâà

X1 = {x ∈ Rn : A1x ≥ b1, x ≥ 0n}, X2 = {x ∈ Rn : A2x ≥ b2, x ≥ 0n}

òàêèå, ÷òî X = X1 ∩ X2 = ∅. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ãèïåðïëîñêîñòü
c>x−γ = 0, ãäå âåêòîð íîðìàëè c ∈ Rn, ‖c‖ 6= 0 è γ � ñêàëÿð, ðàçäå-
ëÿåò ìíîæåñòâàX1 èX2, åñëè c

>x−γ ≥ 0 äëÿ âñåõ x ∈ X1, c
>x−γ ≤ 0

äëÿ âñåõ x ∈ X2. Åñëè â ýòèõ âûðàæåíèÿõ çíàêè íåðàâåíñòâ ìîæíî
çàìåíèòü íà ñòðîãèå, òî ãèïåðïëîñêîñòü � ñòðîãî ðàçäåëÿþùàÿ. Â ñî-
îòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé îá àëüòåðíàòèâàõ äëÿ íåñîâìåñòíîé ñèñòåìû
íåðàâåíñòâ ñ íåîòðèöàòåëüíûìè ïåðåìåííûìè

A1x ≥ b1, A2x ≥ b2, x ≥ 0n



ñîâìåñòíà ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà:

A>
1 u1 +A>

2 u2 ≤ 0n, b>1 u1 + b>2 u2 = ρ, u1 ≥ 0m1 , u2 ≥ 0m2 . (1)

Çäåñü ρ � ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äâà íåïóñòûõ, íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîëèýäðà çà-
äàíû ñèñòåìàìè íåðàâåíñòâ íà íåîòðèöàòåëüíîì îðòàíòå. Òîãäà
1. äëÿ ëþáîãî ðåøåíèÿ àëüòåðíàòèâíîé ñèñòåìû (1) ñïðàâåäëèâî
‖u1‖ 6= 0, ‖u2‖ 6= 0, ‖A>

1 u1‖ 6= 0 è ‖A>
2 u2‖ 6= 0;

2. ëþáîå ðåøåíèå ñèñòåìû (1) îïðåäåëÿåò äâà ðàçëè÷íûõ ñåìåéñòâà
ðàçäåëÿþùèõ ãèïåðïëîñêîñòåé

ϕ1(x, α) = u>1 (A1x− b1) + αρ = 0,

ϕ2(x, α) = −u>2 (A2x− b2)− (1− α)ρ = 0,

ãäå α ∈ [0 1] è äëÿ ëþáîãî x ≥ 0n èìååò ìåñòî ϕ1(x, α) ≤ ϕ2(x, α).

Èòàê, òåîðåìà 1 óòâåðæäàåò, ÷òî åñëè íàéäåíî ðåøåíèå u1, u2
ñèñòåìû (1), òî äâà ñåìåéñòâà ãèïåðïëîñêîñòåé ñîîòâåòñòâåííî ñ
âåêòîðàìè íîðìàëè c = A>

1 u1, c = −A>
2 u2 è γ = b>1 u1 − αρ,

γ = −b>2 u2 + (1− α)ρ ÿâëÿþòñÿ ðàçäåëÿþùèìè.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü ãèïåðïëîñêîñòü c>x − γ = 0 ñòðîãî ðàçäåëÿ-
åò íåïóñòûå íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîëèýäðû X1 è X2. Òîãäà íàéäåòñÿ
ðåøåíèå u1, u2 ñèñòåìû (1) òàêîå, ÷òî

A>
1 u1 ≤ c, A>

2 u2 ≤ −c, γ = b>1 u1 − ρ1 = −b>2 u2 + ρ2,

ãäå ρ1 + ρ2 = ρ, ρ1, ρ2 � ïðîèçâîëüíûå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû.

Òåîðåìà 2 óñòàíàâëèâàåò åùå îäíî îòëè÷èå ïîëèýäðîâ, çàäàííûõ
íà âñåì ïðîñòðàíñòâå, îò ïîëèýäðîâ íà íåîòðèöàòåëüíîì îðòàíòå.
Â íåé óòâåðæäàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå äâóõ ïîëèýäðîâ, îïðåäåëÿåìûõ
ñèñòåìàìè íåðàâåíñòâ íà íåîòðèöàòåëüíîì îðòàíòå, äëÿ çàäàííîé
ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòè íå âñåãäà ìîæíî ïîäîáðàòü òàêèå u1 è
u2, óäîâëåòâîðÿþùèå ñîâìåñòíîé àëüòåðíàòèâíîé ñèñòåìå (1), ÷òîáû
ïðè ýòîì âûïîëíÿëîñü ëèáî óñëîâèå c = A>

1 u1, ëèáî c = −A>
2 u2.
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